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ГЕОМЕТРИЯ ЛАГР АНЖЕВОГО МНОГООБРАЗИЯ 
В ТЕРМОДИНАМИКЕ (ПРИНЦИП 
МИНИМИЗАЦИИ ТЕРМОДИНАМИЧЕСКОГО 
ПОТЕНЦИАЛА И ТЕРМОДИНАМИЧЕСКИЕ 
НЕРАВЕНСТВА) 
Считается, что классические термодинамические свойства 
вещества определяются соотношениями, связывающими объем, 
давление, температуру, энтропию и энергию данного вещест­
ва. В общем случае вещество характеризуется некоторым чис­
лом величин, половина которых является интенсивными, а по­
ловина - экстенсивными величинами. С этой точки зрения дав­
ление и температура считаются интенсивными величинами, а 
объем и энтропия: - экстенсивными величинами. Современная 
точка зрения заключается: в том, что в состоянии термодинами­
ческого равновесия вещество следует характеризовать точкой в 
пространстве R2n+ 1 (р, q, Ф), где координаты q = ( 91, q2, ... , qn) 
являются интенсивными величинами, первые две из которых 
являются давлением и температурой ( q1 = Р, q2 = -Т), а 
координаты (р1 ,р2, ... ,Рп) являются экстенсивными координа­
тами, первые две из которых являются объемом и энтропией 
(Р1 = V, Р2 = S). Первые четыре координаты (Р, V, Т, S) опи­
сывают, так сказать, переменные механической природы для 
гомогенных веществ. В общем случае следует рассматривать 
гетерогенные (т.е. многокомпонентные) системы, а также пере­
менные немеханической природы (например, электромагнитные 
свойства). 
В любом случае, пространство R2n+ 1(p, q, Ф) снабжается кон­
тактной структурой, т.е. дифференциальной 1-формой w = dФ -
pdq, а множество термодинамических равновесных состояний ве­
щества представляется подмногообразием L С R2n+ 1(p, q, Ф), на 
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котором w =О. Следовательно, проекция L0 С R2n(p, q) является 
лагранжевым подмногообразием в симплектическом простран­
стве R2n(p, q) с симплектической формой n = dp /\ dq. Функция 
Ф является функцией действия на лагранжевом многообразии 
L0 , dФ = pdq. Лля классической термодинамики она совпадает с 
термодинамически:\1 потенциалом (Ф = Е + PV - TS). 
По Гиббсу [1) энергия Е является функцией переменных (V, S), 
как, впрочем, и все остальные термодинамические величины. 
Это означает, что пагранжево многообразие L 0 взаи:-.шо-одно­
значно проектируется на область в пространстве R2 (P, 5), т.е. 
многообразие L задается графиком функции Е = Е( V, S). Не­
явно Гиббс на самом деле предполагает, что поверхность Е = 
E(V, S), будучи некомпактной, обладает свойство:\-!, что всякая 
ее опорная плоскость касается поверхности в каждой общей точ­
ке. Это условие обеспечивает выпоJ1нение следующего утвержде­
ния: из минимизации термодинамического потенциала при фик­
сированных Р и Т следует положительность гессиана функции 
Е = E(V, S), Hess(i',s)E(V, S) > О. По Маслову [3] такие состоя­
ния называются существенными. Тогда в существенных состо­
яниях выполняются локальные термодинамические неравенства 
[2). 
Рассмотрим функцию 
ФL(q) = шin Ф(х) 
q(з:)=q;жEL 
при условии существования указанного минимума. Рассмотрим 
симпJiсктическое преобразование ср симплектических пространств 
ер: R2n(p, q)-+R2n(P, Q) 
и лагранжево многообразие Г"' С R4n(P,p, Q, q), являющееся 
графиком преобразования ер. Пусть S - функция действия на 
лагранжевом многообразии Г .,,, dS = PdQ - pdq. Предположим, 
что многообразие Г"' однозначно проектируется на пространст­
во R2n ( Q, q). Тог да функция: S может пониматься: как функция: 
от переменных (Q, q), S = S(Q, q). В этом случае функция S 
называется производящей функцией преобразования ip. 
Симплектическое преобразование естественно продолжается 
до контактного преобразования контактных пространств 
rp: R2n+l(p,q,Ф)-+R2n+1(P,Q,Ф1)· 
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Пусть L1 = <{;( L) и фLi ( Q) определяется по аналогии для много­
образия L 1 . 
Теорема 1. При подходящелt выборе грани-чных условий 'На 
Jvt'Ногообразие L и преобразование ср имеет место следующая 
формула 
Аналог1L'Ч'НО, если ср 1 , 1(>2, .•. , 'Pn - последовательность сим­
пмкти'Ческих преобразований, допускающих производящие функ­
ции 
81 (Q, q1), S2 (q1, q2), · · ·, Sп(qn-1: qп) 
и L1 = 'Р1Ф2 · · · 'Рп(L), то 
Выбор граничных условий должен обеспечить существование 
минимума при вычислении фLi . Теорема 1 обеспечивает отобра­
жение несущественных точек многообразия L в несущественные 
точки многообразия L1 (ер. [З]). 
Теорема 2. Пусть матрица Hess(Q,q)S(Q, q) имеет индекс 
инерции, равный ( п, п), и пустъ существует минимум 
Тогда 
HessqФL 1 (Q) <О. 
Теорема 2 обеспечивает выполнение локальных термодина­
мических неравенств в существенных точках лагранжевого мно­
гообразия L1 . 
141 
Теорема 3. Пусть L -- лагранжево многоибраэие, одно­
значно проектирующееся на р-координаты. Тогда при подхо­
дящем выборе граничных условий в существенных точках вы­
полняются локальные термодинамические неравенств а, т. е. 
В качестве подходящих граничных условий для теоремы 3 мо­
жет служить следующее условие: 
Условие 1. Функция Е(р), dE = -qdp, Е = ФL(р) - pq 
локально выпукла вверх во всей области определения G(p) С 
Rn(p) за исключением некоторого компакта К С G(p). 
У слови с 1 выполняется для большинства модельных приме­
ров га~юв (идеальный газ , газ Ван дер Ваальса , вырожденный 
газ Ферми) . 
Теоремы 1 и 2 позволяют построить такое лагранжево много­
образие, которое пс проет<тируется однозначно на .~:г-координаты, 
но во нсех существенных точках удовлетворяет локальным тер­
модинамическим неравенствам . 
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О ВОГНУТОЙ МАЖОР АНТЕ 
МОДУЛЯ НЕПРЕРЫВНОСТИ 
ПоJJучсны два обобщения леммы С.Б. Стечкина [1] о вогну-
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